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Résumé 

Let n > 2 be a positive integer, and G a doubly transitive subgroup of the symmetric 
group on X = {1, . . . , n}. In this paper we find ail linear group représentations p of 
G on an euclidean vector space V which contains a set of equiangular vector Unes 
Q = {(v\) , . . . , (v n )} such that : 

(1) V is generated by v±, . . . , v n , 

(2) for ail i in X and ail a in G, (p<r{vi)) = { v a{i))- 

Then we illustrate our construction when G = SL^q), q odd and d > 2. 

ifet/ words: groupe, permutation group, groupe de permutations, groupe 
doublement transitif, Paley graphs, equiangular Unes 



1 Introduction 



Un entier n > 2 est donné ainsi qu'un groupe de permutations G sur l'ensemble 
X = {1, . . . , n}. Nous dirons (par abus) qu'une représentation linéaire 7 de G 
dans un espace vectoriel V est deux fois transitive s'il existe une gerbe de 
droites vectorielles Q = {(vi), . . . , (v n )} de V telle que : 

(1) L'espace V est engendré par les vecteurs V\, . . . ,v n . 

(2) Pour tout indice i dans X et tout a dans G on a ( f y a -( v i)) — ( v a(i))- 

Notations 

1. Lorsque le contexte est sans ambiguïté sur l'action 7 d'un groupe G sur 
un ensemble Y, on utilise, pour a dans G et y dans y, la notation simplifiée 
7<t(ï/) — a (y)- P &r exemple, la relation (2) précédente s'écrit plus simplement 

a(vi) = (cr(vi)) = (v a{i) ). 
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2. Le groupe G étant fini, son image j(G) est contenue dans le groupe ortho- 
gonal d'un produit scalaire sur V qui sera noté ip = (.|.) dans la suite. 

Quelques remarques 

Choisissons des générateurs Vi, . . . ,v n de même norme pour les droites de la 
gerbe Q. La double transitivité de G nous montre qu'il existe des scalaires ou, c 
(où eu 7^ 0) et des coefficients {i ^ j, dans X), tous dans { — 1, +1} tels que 



{RI) VhjeX, 0*K 



UJ SI l = J 

Ei d .c si i ^ j 

De plus, pour chaque élément a dans G, il existe une liste de coefficients 
v a = {y® , . . . , v°) tous pris dans { — 1, +1} tels que 

(R2) V? G X, a( Vj ) = vj.v a(j) . 

Utilisant la relation (i?2), il vient pour i ^ j, 



(R3) donc, si c ^ 0, = K- u j- £ i,j- 

La double transitivité de G nous montre que les coefficients £y sont déterminés 
par la connaissance de l'un d'eux et des coefficients vj introduits en (R2). No- 
tant £ = (Bij) la matrice dont la diagonale principale est nulle (e^ = 0) et 
les autres coefficients sont les £jj, désignant par /„ , la matrice de Gram du 
système de vecteurs (vi, . . . , v n ) est donc de la forme 

(i?4) Gram(f!, . . . , v n ) = Ss(lj, c) = u.I n + c.£. 



{Vi\vj) = {<T{vi)\a{vj)) = (v° .v aii) \v° .v a(j) ) = v?.vj.e a(i)ta(j) .c, 



Dans cet article nous déterminons quels choix des systèmes de coefficients 

(3) ^ = K,...,<), 

satisfaisant aux relations (R2) définissent une représentation linéaire de G sur 
V, puis nous étudions la nature, irréductible ou non, de ces représentations. 
Pour énoncer nos résultats, introduisons le groupe multiplicatif produit 

IL n = {u=(v 1 ,...,u n ) | Vj, ^ = ±1}, 
sur lequel on fait agir G ; pour tout v = (ui, . . . , u n ) dans Il n et toute permu- 
tation a de X notons v a = (^<t(i)> • • • > ^o-(n))) puis posons 

(4) V(<7, z/) G G x Il n , = ^-1. 

La relation immédiate = i^.i^ nous montre que Q a est un morphisme. 

Noter que dans la définition (4), l'exposant (—1) est là pour s'assurer que 6 
un morphisme et non un anti- morphisme {Q a . a i = Q a .Q a i\ Notons G x II" le 
produit semi-direct de G par Il n sous cette action. 

Les théorèmes 1 et 2 donnent nos principaux résultats. Nous les ferons suivre 
par quelques exemples. 
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Théorème 1 

Soit G un groupe de permutation 2 -transitif sur l'ensemble X = {1, . . . , n}, 
(ei, . . . , e n ) une base orthonormée d'un espace vectoriel E et J : G — > G x II n 
un morphisme de groupes de la forme 

(5) Va G G, J(a) = (a, v°) 

1. Il existe une unique représentation linéaire p : G — > GL(E) dite associée 
au morphisme J , satisfaisant aux relations (R2) : 

Vj G X, p a (e j ) = uJ.e aU) . 

2. Le nombre de matrices S = {£ij), symétriques, à coefficients dans {±1} et 
de diagonale principale nulle satisfaisant aux relations (R3) 

Va G G,Vi, j G X, e ff (i), ff (j) = vf.uj.eij 

est ou 2. Si S est l'une d'elles l'autre est —S. 

3. Si la représentation p : G — > GL(E) n'est pas irréductible, alors : 

a. Il existe une matrice S satisfaisant aux conditions (R3). 

b. Cette matrice possède exactement deux valeurs propres Ai et À2. 

c. Les sous-espaces propres E\ et E2 associés sont des sous-G -modules 
irréductibles de E sur lesquels le groupe G induit des représentations dou- 
blement transitives. 

Théorème 2 

Soit G un groupe de permutation de l'ensemble X = {1, . . . , n}, et une représentation 
linéaire 7 : G — > GL(V) doublement transitive de (G, X) sur un espace vecto- 
riel euclidien V de dimension finie. 

Il existe un morphisme J : G — ► G x II™ de la forme (5) tel que : 

1. Si dim(V) = n, la représentation 7 est semblable à la représentation p as- 
sociée au morphisme J . 

2. Si dim(V) < n, la représentation 7 est semblable à l'une des deux compo- 
santes irréductibles de p décrites dans la partie 3 du théorème 1. 

Nous appliquerons ensuite ces théorèmes aux sous groupes G de GL d (q) conte- 
nant SL d (q), agissant deux fois transitivement sur l'espace projectif 



2 Preuves 

2.1 Résultats préliminaires 
Proposition 1 

Soit E un espace euclidien réel muni d'une base orthonormée (e) = (e±, . . . , e n ), 
S une matrice symétrique réelle de type nxn, et pour tout couple de scalaires 
(uj,c), posons S(cu,c) = u.I n + c.S. Notons ipk,c et la forme bilinéaire et 
l'endomorphisme symétrique associés à la matrice S(u>,c) dans la base (e). 
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On suppose c ^ 0. 

La. L'application affine a : À — > uj + c.A établit une bijection entre les valeurs 
propres de S = S(0, 1) et celles de S(u,c). 

1.6. Les sous-espaces propres de ipk,c sont indépendants du couple (u,c). Plus 
précisément, si E^^/j,) désigne le sous-espace propre de ip^^ associé à la va- 



2. Soit E = Ei © . . . © E s la décomposition de E en somme des sous-espaces 
propres de S associés aux valeurs propres Ai, . . . , \ s qu'on suppose rangées en 
fonction de leurs multiplicités croissantes m\ < . . . < m s . Le noyau de ip UtC 
est (0) ou l'un des Ei (1 < i < s). 

3. Le rang de ij) UjC est toujours supérieur ou égal à n — m s . 

Démonstration. Simple, on la laisse au lecteur. □ 

On se place dans la situation décrite dans l'introduction : le groupe G opère 
deux fois transitivement sur l'ensemble X = {l,...,n}. La représentation 
linéaire 7 : G — » GL(V) est doublement transitive dans un espace vectoriel 
euclidien V et il existe des générateurs Vi, . . . , v n de V et des scalaires uf (pour 
(a, i) E G x X) tels que les relations (R2) soient satisfaites. Le lemme suivant 
nous informe sur les sous-modules de V. 

Lemme 1 

Supposons que U est un sous-G-module de V distinct de V. 

1. i7 existe un projecteur pu de V sur U qui commute aux opérations de G : 

Va G G, p o a = o o p. 

2. Notant, pour tout indice i G X , Ui = p{vj), alors 

Va G G, a(ui) = vfu a Q. 

3. i7 existe une matrice S = (eïj) de diagonale principale nulle, dont les coef- 
ficients, pour i j , sont dans { — 1, +1} et satisfont aux relations (R3) 

Va G G,Wi,j G X, £<x(i),<xO-) = vf.pj.e id 

4. Pour des constantes non nulles convenablement choisies ujjj et cjj on a 

Granit, ...,u n ) = S £ (uu, c v ) = uul n + c v £ 

Démonstration. La première affirmation vient d'un résultat classique : tout 
sous-G-module U de V admet un supplémentaire W qui est aussi un G-module. 
Alors les projecteurs pu et p w associés à la décomposition V = U ®W com- 
mutent aux opérations de G. La deuxième affirmation en découle directement 
puisque pour tout indice i G X, l'égalité a(vi) = u[v a (i) conduit à 

a(ui) = a o p (vi) =po a(vi) = p(^v a{i) ) = u[p(v a ^) = is°u a{i ). 

On en déduit que les vecteurs sont tous de même norme et de la double 
transitivité de G sur X, on déduit l'existence des constantes uu et cjj telles 
que le système de vecteurs {u\, . . . , u n ) satisfasse aux relations (RI). Mais le 



leur propre /i on a : 
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coefficient u>u est non nul puisque c'est le carré des vecteurs non nuls Ui, et le 
coefficient eu est aussi non nul puisque le rang de la matrice Gram(iti, . . . , u n ) 
étant inférieur à la dimension du module U, il est strictement inférieur à 
n. Finalement la matrice £ = satisfait aux relations (i?3), si bien que 

Gram^,(iti, . . . , u n ) = Ss(uu, eu) comme voulu. □ 

2.2 Preuve du théorème 1 

On adopte les hypothèses et notations de ce théorème . 

1. Pour chaque élément a de G la relation (R2) : 

Vj e X, p CT (e i ) = uf.e a y) 

définit une fonction p a envoyant la base orthonormée (e) = (ei,...,e n ) sur 
une base orthonormée de E, qui s'étend donc en une isométrie linéaire de E. 
Ceci montre bien sûr l'unicité de p, mais il nous reste à vérifier que p est un 
morphisme. Or, comme J est un morphisme on a 

J(a.ô) = aÔM aô = J(a).J(5) = av° .5v s = aÔM$v 5 , 

donc is aS = v%v 5 . 

Par ailleurs : p^i) = K &e <j.&{i) et p a -P&{ti) = p a (vf.e s ^) = ii-Vs{i) e <r.S{%)-> 
D'où l'égalité recherchée, p a &{^i) = Po-Ps(ei). 

2. Le groupe G opérant deux fois transitivement sur l'ensemble X, il est clair, 
d'après la relation (R3), que la connaissance d'un des coefficients e^j détermine 
tous les autres. Par ailleurs si £ est une matrice satisfaisant aux relations (R3) 
il en est bien sûr de même de —£, ce qui prouve l'assertion 2. 

3. a. Pour tout sous-G-module U de E, distinct de E, le lemme 1 nous montre 
qu'il existe une matrice £ satisfaisant aux relations (R3), ce qui prouve a. 
Dans la suite, si (u±, . . . , u n ) est l'image de la base orthonormée (ei, . . . , e n ) 
par la projection orthogonale pu '■ E — * U sa matrice de Gram sera simplement 
notée Gramjy = Gram(«i, . . . , u n ). 

Toujours d'après le lemme 1, la matrice Gramjy est de la forme 

Grarmy = S(u>, c) = ul n + c.£ 

pour des constantes non nulles u> et c. L'endomorphisme symétrique de 
matrice S(u>,c) dans la base (e) = (ei,...,e„) se diagonalise sur E et ses 
sous-espaces propres sont clairement des sous-G-modules de E, or d'après la 
proposition 1, ce sont les mêmes que ceux de la matrice £ = S(0, 1). Soient 
Ai, . . . , X s les valeurs propres de £, rangées dans l'ordre de leur multiplicités 
croissantes m,\ < ■ • • < m s , et Ei, , . . . , E s les sous-espaces propres associés. 
Remarquons que £ n'étant pas une homothétie, on a s > 2. Comme les E u sont 
des sous-G-modules de E, le projecteur orthogonal p u de E sur E u (1 < u < s) 
commute avec l'action de G donc, toujours d'après le lemme 1, la matrice 
Gram^ est de la forme Gram(«i, . . . ,u n ) = Se(oj u ,c u ) pour des constantes 
non nulles u u et c u . D'après la proposition 1, le noyau de Ss(uj u ,c u ) est l'un 
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des espaces propres E t (1 < t < s) de S et son rang est supérieur ou égal à 
n — m s . Or ce rang est aussi inférieur ou égal à la dimension m u de E u . Donc 

n — m s < m u soit n < m u + m s . 

Mais comme s > 2 on peut choisir u 7^ s et il vient alors 

n < m u + m s < n, 

donc n = m u + m s , ce qui implique s = 2, m = 1, et prouve b. 

Le module i? est donc la somme directe orthogonale des sous-espaces propres 
Ei et E 2 de la matrice S de dimensions respectives m\ et m 2 (où mi < m 2 ) qui 
sont des sous-G-modules de E. Pour achever la démonstration du théorème 1, 
il nous faut montrer que les sous-modules E\ et E 2 sont irréductibles. 
Soit W un sous-module irréductible de E. D'après le lemme 1, sa matrice de 
Gram est de la forme 

Granny = S(uw, cw) = ^wln + cw£, 

et, n'étant pas de rang n, elle est liée à Ge 1 ou Ge 2 - Son rang m = dim(W) est 
donc égal à rrii ou m 2 , ce qui prouve déjà que E 1 est irréductible. Raisonnant 
par l'absurde, si E 2 ne l'est pas, il se décompose en somme orthogonale de 
sous-modules E 2 = E\ © • • • © E 2 qui sont tous de dimension m\ et admettent 
des matrices de Gram de rang mx, donc liées à la matrice Gram^ de E\. 
L'espace E étant somme orthogonale de Ex et des E 2 (1 < j < k), il est 
facile de vérifier que sa matrice de Gram, qui n'est autre que l'identité, est 
la somme des matrices de Gram de chacun des termes de la somme directe. 
Or cette somme bien sûr une matrice liée à Gram^ qui ne peut pas être 
l'identité. Ceci prouve, par l'absurde, que E 2 n'est pas réductible et achève la 
démonstration du théorème 1. □ 

2.3 Preuve du théorème 2 

D'après l'introduction, on peut choisir des vecteurs i>i, . . . , v n dans V tels que : 

* V = (vx,...,v n ). 

* Le groupe G opère 2-transitivement la gerbe de droites Q = {(vx), • • • , (v n )}- 

* Les relations (-R2), (R3) et (i?4) sont satisfaites, pour des constantes ou, c 
et une matrice £ = (s-ij) convenablement choisies. 

Reprenant un raisonnement fait plus haut on voit que pour tout indice i G X, 

d'où l'on déduit que v ab = v$v 5 , puis que l'application J : a — > o.v a est un 
morphisme de G dans le produit semi-direct G x n™ puisque 

J(a.ô) = aô.u aS et J(a).J(ô) = au a .ôu 5 = aô.v^v 5 . 

Soit p : G — ► GL(E) la représentation associée au morphisme J (cf. thm 1). 
L'espace E est donc euclidien, muni d'une base orthonormée ex,. . .,e n telle 
que la représentation p satisfasse aux relations (i?2) : 

Vj G X, p a ( ej ) = v°.e Pa{j) . 
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Comme la représentation 7 satisfait aux mêmes relations, l'application ir : ej — > Vj 
(pour j G X) se prolonge en un morphisme du G-module E sur le G-module V. 

1. Si dimy = n, tt est un isomorphisme. 

2. Sinon le noyau de % est un sous- module de E qui ne peut qu'être E ou l'un 
des deux sous- modules E\ et E2 de E décrits dans le théorème 1. Son image 
est donc aussi soit nulle, soit isomorphe à l'un de ces deux modules. □ 



3 Quelques exemples 
Exemple 1 

Voici un exemple de représentation linéaire 7 : G — > GL(E), associée à un 
morphisme J : G — > G x IT n , qui est doublement transitive et irréductible. 
Nous utiliserons le résultat classique suivant (voir par exemple [1]) : 

Lemme 2 

Soit G un groupe de permutation de Y = {1, . . . , m} et p la représentation 
linéaire de G sur W 71 associée qui, pour une base orthonormée (ex,... , e m ) 
s'écrit : 

VaeG,\/ieY, p<r(ei) = e a (i). 

Notons x le, caractère de la représentation p, Xii ■ ■ ■ iXki ^ es caractères irréductibles 
du groupe G, et pour pour chaque indice j (1 < j < k), soit pj = (x\Xj) ^ a 
multiplicité du caractère Xj dans la représentation p. 

Alors la somme Y^j P?j est égale au nombre d'orbites de G dans son action 
naturelle sur Y x Y . 

Appliquons ce résultat dans la situation suivante : 

Soit F 3 le corps à trois éléments, V l'espace vectoriel F3, et G le groupe SL(V) 
agissant naturellement sur l'ensemble Y = V* des 26 vecteurs non nuls de V. 
Il est facile de vérifier que le groupe G possède trois orbites dans son action 
naturelle sur Y x Y qui sont : 

* L'ensemble des couples de vecteurs (v,v) pour v G V*. 

* L'ensemble des couples de vecteurs (v, —v) pour v G V*. 

* L'ensemble des couples de vecteurs (v,w) pour v,w G V*, non colinéaires. 
Choisissons un système de représentants v%, . . . V13 des droites vectorielles de V 
et notons v±, . . . U13 leurs opposés. La représentation linéaire 7 : G — > GL(R 26 ) 
associée à l'action de naturelle de G sur Y = V* = {vi, . . . v n , v 1 , . . . v 13 } 
permute la base Y de M 26 . D'après le lemme 2, cette représentation 7 se 
décompose en une somme de représentations irréductibles 7^ intervenant avec 
des multiplicités pj telles que 3 = Y^j p 2 -. On en déduit immédiatement que 
7 est une somme de trois représentations irréductibles non semblables. Or 
il n'est pas difficile de les décrire car la représentation 7 admet clairement 
comme sous-représentation l'espace U engendré par les vecteurs de la forme 
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Vi + Di, dans lequel la droite vectorielle J2i v i + J2iVi (1 < i < 13) est elle même 
un sous espace stable par G. Il s'ensuit que l'orthogonal E de U dans V est 
lui-même un sous espace stable par G et irréductible, puisque V est somme 
d'exactement trois sous G-modules irréductibles. Regardons comment G agit 
sur E. Comme E = U ± , il admet pour base l'ensemble des 13 vecteurs de la 
forme e% = v\ — V{, et l'action de G sur E est donnée par des relations 

Ver g G, a(ei) = a(vi - tJ 4 ) = v^v^ - v a {i)) = vf.e a (i), 

où les coefficients valent tous ±1. Donc la représentation de G = SL^(3) 
sur E donnée par ces relations est irréductible et associée au morphisme 
J : G -> G k n n donné par J(a) = a.v a . 

Exemple 2 

Généralisons maintenant l'idée utilisée dans l'exemple 1. 

Soit F q un corps fini à q éléments, de caractéristique impaire, G l'ensemble de 
ses carrés non nuls et C l'ensemble de ses non-carrés. Choisissons un entier 
d > 2, notons V l'espace vectoriel F^, n le nombre de droites vectorielles de 
V, chacune d'elle étant engendrée par un vecteur Vi (i G X — {1, . . . , n}). Soit 
enfin G un sous-groupe de GL(V) contenant le groupe spécial linéaire SL(V). 
L'action naturelle de SL(V) sur l'espace projectif P(V) étant doublement 
transitive, il en de même de celle de G. Elle se transmet aussi à X en notant 
cr{i)i pour tout indice i dans X et tout o dans G, l'unique indice tel que 



On définit alors une représentation 7 de G comme groupe de permutations de 
l'ensemble Y = {v\, —Vi, . . . , v n , —v n } en posant 



Pour éviter toute confusion posons maintenant pour chaque indice i,vî= —Vi, 
notons encore 7 la représentation linéaire du groupe G sur l'espace M 2n as- 
sociée à l'action du groupe G sur Y et soit x son caractère. D'après le lemme 
2, le nombre u d'orbites de G dans son action naturelle sur Y x Y vaut 



représente la multiplicité du caractère irréductible Xj dans la représentation 7. 
Regardons comment G agit sur M 2n . 

L'égalité {j a ( v i), 7o-(^i)} = { v a(i),v a (i)} valable pour tout a dans G nous 
montre que le sous-espace U engendré par les vecteurs U{ = Vi + Vi (i G X) 



(?{{Vi)) = (v a{i) ). 
Plus précisément, il existe un scalaire non nul Aj tel que 

a(Vi) = \i.V a{i y 




J 
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est stable par l'action de G, ainsi que la droite vectorielle D engendrée par le 
vecteur J2i u i, et son orthogonal dans U, D 1 - H U. L'orthogonal E de U dans 
IR 2 ™ est lui-même stable par G, engendré par les n vecteurs = Vi — Vi, et 
l'action de G sur E est donnée par les relations 

(7) Ver g G, 7 <T (e i ) = 7 CT (vi - Vi) = if - v Œ{i )) = if .e^) 

Donc la représentation de G sur E donnée par ces relations est associée au 
morphisme J : G — > G x Il n donné par ^(cr) = a.;/ ". Le théorème suivant 
décrit, suivant les différentes situations, la décomposition de 7 en somme de 
représentations irréductibles. 

Théorème 3 

Sous les hypothèses précédentes, soit 7 : G — > GL(E) la représentation de G 
donnée par les relations (7) 

Vi e X,Va eG, 7<r(e») = if .e^ 

— Si d > 3 la représentation 7 esi irréductible. 

— Supposons d = 2 et notons GL 2 (q) le sous-groupe de GL 2 (q) formé des 
automorphismes dont le déterminant est un carré dans F q . 

(a) Si G Çl GL 2 (q), la représentation 7 est irréductible. 

(b) Si G CL GL^iq), la représentation 7 est réductible. 

Dans le cas (b) le G-module E se décompose en somme directe E = E\ © E 2 
de deux sous-modules irréductibles de même dimension, échangés par l'action 
sur E du groupe GL 2 (q). De plus, 

* si q ^ 1 mod 4, le module E reste irréductible sur R, 

* si q = 1 mod 4, la décomposition à lieu sur M. et les représentations de G 
sur Ei et E 2 sont associées aux graphes de Paley V(q) (voir [5]). 

Démonstration. Sous les hypothèses générales du théorème 3, l'action de G sur 
X étant doublement transitive, le théorème 1 nous dit que la représentation 7 
de G sur E est soit irréductible sur M, soit somme directe de deux représentations 
irréductibles, non semblables. Mais d'après le lemme 2, dans le premier cas 
le groupe G possède trois orbites sur Y x Y tandis que dans le second il en 
possède quatre. Or l'action de G sur Y x Y possède au moins trois parties 
stables qui sont : 

* L'ensemble A des couples de vecteurs (v,v) pour v G Y. 

* L'ensemble A' des couples de vecteurs (v, —v) pour u G Y. 

* L'ensemble V des couples de vecteurs (v, w) pour v, w G Y, non colinéaires. 
De plus l'action 7 de G sur Y est nécessairement transitive sinon A et A' 
seraient formées d'au moins deux orbites, si bien que l'action 7 x 7 de G sur 

Y xY aurait au moins cinq orbites, ce qui est impossible. Donc seule la partie 

V peut être formée d'une ou deux orbites sous l'action 7 x 7 de G. 
Discutons suivant les valeurs de la dimension d de l'espace V. 

— Supposons d > 3. 
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L'action naturelle du groupe SLd(q) sur l'ensemble des couples (v,w) de vec- 
teurs non liés dans V est transitive, tout comme celle de G, donc l'action 
7 x 7 de G sur V est transitive. Le lemme 2 nous montre que dans ce cas la 
représentation 7 de G sur E est irréductible. 

— Supposons d = 2. 

Lemme 3 

Le nombre 9 d'orbites du groupe G, agissant sur V ensemble V des couples de 
vecteurs (v,w) pourv,w dans Y non colinéaires est 



Démonstration. On sait déjà que G possède une ou deux orbites dans son 
action 7x7 sur V. De plus comme G opère transitivement sur les couples de 
droites ((uj), (vj)) distinctes, il opère transitivement sur V si et seulement si 
l'orbite de (vi,Vj) sous l'action de G par 7x7 contient (vi, —Vj), (—Vi,Vj) et 
(— Vi, —Vj), ce qui revient à dire que G contient un élément a tel que er(i>i) = Vi 
et o~(vj) = X.vj où le scalaire A n'est pas un carré (d'après la définition (5) de 
l'action 7). Mais comme G contient le groupe SL 2 (q), ceci signifie aussi que 
G contient un élément dont le déterminant n'est pas un carré, ce qui prouve 
le lemme. □ 

Pour achever la preuve du théorème 3, on se place maintenant dans le cas (b) 
de ce théorème pour lequel d = 2 et G C GL 2 (q). 

D'après le lemme 2, l'action 7 de G sur E est réductible, et plus précisément 
E est somme de deux sous-G-modules irréductibles E\ et E 2 . Mais, toujours, 
d'après le lemme 2, l'action 7 x 7 du groupe linéaire GL 2 (q) étant transitive sur 
l'ensemble V, la représentation de GL2(q) sur E est irréductible. Or le sous- 
groupe G est invariant dans GL 2 (q) puisqu'il contient SL 2 (q), donc GL 2 (q) 
permute les deux sous-espaces E\ et E 2 . Distinguons deux cas : 

Premier cas : q ^ 1 mod 4. 

L'automorphisme a qui envoie la base (vi,v 2 ) de V sur (v 2 , — v{) est dans 
SL 2 (q) donc dans G, et comme —1 n'est pas un carré dans ¥ q les relations (6) 
et (7) nous conduisent à 7 -(wi) = v 2 , 7,7 (i> 2 ) = —v\ puis 



S'il existait une matrice £ = (s-ij) satisfaisant aux relations (-R4) du théorème 1, 
on devrait avoir 



ce qui est faux. Donc S n'existe pas et d'après le théorème 1 la représentation 
7 de G sur E est irréductible sur M. Sa décomposition en somme directe 
E = Ei © E 2 a donc lieu sur le corps C des complexes. 



* e 

* 9 



2, si G C GLt(q), 
1, si G£ GLt(q). 



7o-(ei) = e 2 = v{e 2 et 7 CT (e 2 ) = -e x = 



£ o-(l),cr(2) — £ 2,1 — £l,2 — ^^2-^1,2 — ~ e l,2, 
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Deuxième cas : q = 1 mod 4. 

La décomposition E = Ei@ E 2 a, maintenant lieu sur le corps des réels et les 
représentations de G sur E\ et E 2 sont associées à des familles équiangulaires 
de droites liées aux graphes de Paley V(q) (voir [5] pour une construction de 
ces familles de droites). □ 
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